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majeur :

REFLEXIONS
RESOL.UTION ALGEBRIQUE DES EQUATIONS'™.

[Noweauz: Mémoires de I Académie royale des Sciences et Belles-Lettres
de Berlin, années 1770 et 1771 (**).]

Je me propose dans ce Mémoire d’examiner les différentes méthodes
que Pon a trouvées jusqu'd présent pour la résolution algébrique des
équations, de les réduire a des principes généraux, et de faire voir @
priort pourquoi ces méthodes réussissent pour le troisieme et le qua-

trieme degré, et sont en défaut pour les degrés ultérieurs. -
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Lagrange : synthese et perspectives, les degrés > 4

ATégard de la résolution des équations littérales, on n’est guere plus
avancé qu’on ne I'était du temps de Cardan, qui le premier a publié celle
des équations du troisieme et du Iqua.tri‘eme degré. Les premiers succes
des Analysles italiens dans cette matiere paraissent avoir été le terme
des découvertes qu’on y pouvait faire; du moins est-il certain que toutes
les tentatives qu'on a faites jusqu’a présent pour reculer les limites de
cette partie de '’Algebre n’ont encore servi qu'a trouver de nouvelles
méthodes pour les équations du troisieme et du quatrieme degré, dont
aucune ne parait applicable, en général, aux équations d’un degré plus

élevé.
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La technique Tartaglia-Cardan

| giufta, & buona. ’
Quando chel cubo con le cofeappreffo
Se aggualia & qualche numerodifereto
Trouan dui altri differentimeffo.
Dapoiterrai quéfto per confucto
chellor produtto femprefia eguale
Al terzo cubodelle cofe ncto,
El refiduo poi fuogenerale
Delli lor lati cubi ben fottratti
Varrala tud cofa principale.
1 ¢l fecondo de coteftiatti
@Quandoche'l cubo reftafJe lui folo
Tuofferuarai quefaltricontratti,
Del numer farai due tal part’duclo
€he Lunainlaltrafi produca [chictto.
~ Elterzocubo delle cofein ftolo
Delle qual poi,per commun precetto
Torrai li lti cubi infleme gionti
Et cotal fomma fara il tuo concetto.
El terzo poide 'qutﬁfnoﬂfi conti i
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La technique Tartaglia-Cardan

 giufta, & buond.

Quando chel cubo con le cofeappreffo
Se aggualia & qualche numerodifereto Quand le cube reste seul
Tro%lldlﬂ'dlgf dfﬂ?"i’;_““ﬂ."- Tu observeras ces autres contrats

Dapoiterrai quefto per confucto :
gg el lorp?-o dutto femprefiaegusle Tu feras du nom,bre deux’partles
Al terzo cubodelle cofe neto, En sorte que l'une par l'autre

Elrefiduopoifuogenerale produise nettement
Dellilor laticubi ben fottratti Le tiers cubé des choses
Varrald tud cofa principale.

1 ¢l fecondo de coteftiatti exactement ‘
Quandoche'lcnbo reftaf]e lui folo De celles-ci ensuite, par une regle
Tu oﬂirmng’ quefPaltri c;o_nmm', commune

mifﬁ%ﬁ?:’ﬁ:rﬁ::rofl:::o;':bz‘ap Tu extrais les racines cubiques
Elterzocubo delle cofein ftolo jointes ensembles

Delle qual ?n!:g:;ﬁ ‘Pg};“ﬂ?ff“::’ Cette somme deviendra ton
Torratli L iniffemegion oo .

Et cotal fomma fara il tuo concetto. principal resultat

El terzo poide queffinofiri conti
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La technique Tartaglia-Cardan

X - nx "r*P'_.': 0.

C'est dans cet état que les équations du troisieme degré ont été d’abord
traitées par Scipio Ferreo et par Tartalea, 4 qui 1'on doit leur résolution;
mais on ignore le chemin qui les y a conduits. La méthode la plus natu-
relle pour y parvenir me parait celle que Hudde a imaginée, et qui con-
siste & représenter la racine par la somme de deux indéterminées qui
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La technique Tartaglia-Cardan

X - nx "r*P'_.': 0.

C'est dans cet état que les équations du troisieme degré ont été d’abord
traitées par Scipio Ferreo et par Tartalea, 4 qui 1'on doit leur résolution;
mais on ignore le chemin qui les y a conduits. La méthode la plus natu-
relle pour y parvenir me parait celle que Hudde a imaginée, et qui con-
siste & représenter la racine par la somme de deux indéterminées qui

X +px+qg=0
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La technique Tartaglia-Cardan

X - nx "r*P'_.': 0.

C'est dans cet état que les équations du troisieme degré ont été d’abord
traitées par Scipio Ferreo et par Tartalea, 4 qui 1'on doit leur résolution;
mais on ignore le chemin qui les y a conduits. La méthode la plus natu-
relle pour y parvenir me parait celle que Hudde a imaginée, et qui con-
siste & représenter la racine par la somme de deux indéterminées qui

xX*+px+9g=0 onposex=u+v

(u+v)® = u® 4+ v3 +3uv(u+ v)
BV +@Butp)(ut+v)+g=0
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La technique Tartaglia-Cardan

X - nx "r*P'_.': 0.

C'est dans cet état que les équations du troisieme degré ont été d’abord
traitées par Scipio Ferreo et par Tartalea, 4 qui 1'on doit leur résolution;
mais on ignore le chemin qui les y a conduits. La méthode la plus natu-
relle pour y parvenir me parait celle que Hudde a imaginée, et qui con-
siste & représenter la racine par la somme de deux indéterminées qui

xX*+px+9g=0 onposex=u+v

(u+v)® = u® 4+ v3 +3uv(u+ v)
BV +@Butp)(ut+v)+g=0

onpose3uv+p=20
U=u® Vv=v® U+V=—-q UV=—p®27
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La technique Tartaglia-Cardan

Suivant cette méthode on fera donc @ = y -+ 3, ce qui étant substitué
dans la proposée la réduira & celle-ci
y*+ 3y -3y +F+n(y+s)+p=o,
qu’on peut metire sous cette forme plus.simple
Yzt p{y+a)3yst-n) =
Qu’on fasse maintenant ces deux équations séparées

y+z24p=o,

3yz+n=o,

on aura
- n
== 5
et, substituani dans la premibdre,
n
o R -0
o amys TP
¢’est-d-dire
3
Yook py— ==
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Cette équation est  la vérité du sixieme degré, mais comme elle ne ren-
ferme que deux différentes puissances de I'inconnue, dont P'une a un
exposant double de celui de ’autre, il est clair qu’elle peut se résoudre
comme celles du second degré. En effet, on aura d’abord

-v-~£+ Z)_T.J_ na.
r= 2—\/4, Ve

et de la .

N
r= \/ 2" \/4 + 27
Ainsi Pon connaitra y et z, et de 1a on aura

n
=y =y g
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Lagrange : changement de point de vue

Equation x" + a,_1x" '+ - -+ a;x+a =0
Théoréme de D’Alembert : n racines

X" ap X" dapxdag = (x — xq)(x — x2) ... (X — Xpn)
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Lagrange : changement de point de vue

Equation x" + a,_1x" '+ - -+ a;x+a =0
Théoréme de D’Alembert : n racines

X" ap X" dapxdag = (x — xq)(x — x2) ... (X — Xpn)

Systeme d’équations

X{+Xo+ -+ Xp = —an—1
XiXo + XoX3 + -+ = apo
_ n
X1Xo -+ Xp = (—1) ao

Fonctions symeétriques des racines, invariantes par permutation
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3. Puis donc que parmi les six valeurs de y il n'y en a que trois qui
donnent des valeurs différentes de «, il s’agit maintenant de distinguer
ces valeurs. Pour cela il faut trouver U'expression particuliere de chacune
des six valeurs de y: et si 'on nomme 1, « et 3 les trois racines cubiques
de T'unité, c’est-a~dire les trois racines de I'équation x* — 1 =o, il est
facile de voir que les six valeurs de y seront, en faisant, pour abréger,

rFL.r_
foan=7

3 —_ 3 —_ 3 —
V—fiW»aV~§im,@V~§iw;
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5. L’équation du sixieme degré

w
o pyo— B
rpr— o =o
s'appelle la reduite du troisieme degré, parce que c¢’est & sa résolution
que se réduit celle de la proposée
Z2P 4 nx 4+ p=o.

Or nous avons déja vu plus haut comment les racines de cette derniere
équation dépendent des racines de celle-la; voyons réciproquement
comment les racines de la reduite dépendent de celles de la proposée:
mais pour rendre cette recherche plus générale et plus lumineuse il sera
bon de considérer une équation qui ait tous ses termes telle que

Z*+ mx*+ nx +p=o,

et dont les racines soient représentées généralement par«, b, c. On com-

is Maltret Groupe Histoire - IRES Aix-Marseille Lagrange et les é ions algébriques



3

Telle est donc la valeur de r, et par conséquent aussi de y; de sorte qu’on

range : le degr

aura en changeant, ce qui est permis, « en f3 et vice versd

a+ab+Be
y= 3 °
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Lagrange : le degré 3

Telle est donc la valeur de r, et par conséquent aussi de y; de sorte qu’on
aura en changeant, ce qui est permis, « en f3 et vice versd

‘y.:a—kacb—l—ﬁc‘

- 3

6. On voit d’abord par cette expression de y pourquoi la réduite est

nécessairement du sixieme degré; car comme cette réduite ne dépend
pas immédiatement des racines @, b, ¢ de la proposée, mais seulement
des coefficients m, n, p, ol les trois racines entrent également, il est
clair que|dans I'expression de y on doit pouvoir échanger i volonté les
quantités a, b, c entre elles; par conséquent la quantité y devra avoir
autant de valeurs différentes que I'on en pourra former par toutes les
permutations possibles dont les trois racines a, b, ¢ sont susceptibles;
or on sait par la théorie des combinaisons que le nombre des permuta-
tions, ¢’est-a-dire des arrangements différents de trois choses, est 3.2.1;
done la réduite en y doit étre aussi du degré 3.2.1, c’est-d-dire du

sixieme.
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Un lien avec la physique : le courant triphasé

Pour les 3 phases Xj, Xo, X3 on définit :

Xa = 3(Xi + 2 X + jXa)

Xi = (X1 + X + 2 X3)

Xm = %(X1 + Xo + X3)

X; est appelée composante inverse X, est la moyenne des trois
phases

Le régime équilibré est caractérisé par Xi = X, =0
On peut vérifier les relations inverses :

Xy = Xqg+ Xi + Xm
Xo = jXg + PXi + X
X3 = 2 Xq + jXi + Xm
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Lagrange : le degré 4

Je suppose d’abord avec Ferrari que I'équation du quatrieme degré
qu’il s’agit de résoudre soit privée de son second terme, ce qu’on sait
d’ailleurs étre toujours possible, en sorte que cette équation soit repré-
sentée ainsi ’

Z'+ nx’+ pr+q=o.
Qu’on fasse passer dans le second membre tous les termes excepté le
premier, et qu’ensuite on ajoute 2 'un et autre membre la quantité
2yx® 4+ y*, y étant une indéterminée, on aura
x4 2yx’ -yt = (2y — n)x*— pxr +y*—q,

équation ou le premier membre est évidemment le carré de x* + y, de
sorte qu’il ne s’agira plus que de rendre aussi carré le second; or pour
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Lagrange : le degré 4

/’Z‘:W—n)(y«_q),

laquelle produit 'équation cubique

n ngq — p*
y’—;y’—qx+4—~qs P —o.

Supposant donc la résolution de cette équation en sorte qu’on connaisse
une valeur de y, le second membre de Ia proposée deviendra

- » ,
R .
== s

“done, tirant la racine carrée des deux membres, on aura

AP I Pyvg—

\/2y—11+\/—— 2 —n— \/2;1-)—n
= - 2

x
2
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Lagrange : le degré 4

a, b, c, d racines de I'équation
a, b racines d’une équation de degré 2

P
a-—+ Va2y—n a y+2\/2y——n

¢, d racines d’'une équation de degré 2

p
d=—\/2y — d=y— — =
c+ y—n cd=y-g % 7

__ab+cd
2
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nge : le degré 4

Cette valeur de y nous fait voir d’abord pourquoi la réduite en y est du
troisieme degré. En effet il est visible que la quantité y doit avoir autant
de valeurs différentes qu’on en pourra former par toutes les permutations

a7 . . ab+cd
possibles des racines a, b, ¢, d dans I'expression ————: on ne peut

avoir de cette maniere que les trois quantités suivantes

ab+cd ac-+bd ad-+cb
2 > 2

de sorte que P'équation dont y sera la racine, devra donner chacune de
ces trois quantités et, par conséquent, devra étre du troisieme degré.
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Lagrange : exemple degré 4

4 racines a,b, ¢, d
fp=a+b+c+d f=ab+cd hH=ab fr=a

fo est symétrique, invariante par les 24 permutations

f; est invariante par 'ensemble H; des 8 permutations
(z 1234 1234 1234
'\2134/°\1243)°\2143 )’

1234 1234 1234 1234 )
3412/)°\4312)°\3421)°\4321

f; a 24/8=3 valeurs, solutions d’'une équation de degré 3
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Lagrange : exemple degré 4

f» est invariante par 'ensemble H. C H; des 4 permutations
1234 1234 1234

o (3259) (220). (23

f» a 8/4=2 valeurs, solutions d’une équation de degré 2

f3 est invariante par 'ensemble H; C H, des 2 permutations

o (352)

f3 a 4/2=2 valeurs, solutions d’une équation de degré 2
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nge : synthese et perspectives, les degrés > 4

teur peut en étre rebuté. En effet, pour appliquer, par exemple, la mé-
thode de M. Tschirnaus au cinquieme degré, il faudra résoudre quatre
équations qui renferment quatre inconnues, et dont la premiére est du
premier degré, la seconde du second, et ainsi de suite; de sorle que
'équation finale résultante de I'élimination de trois de ces inconnues
doit monter, en général, au degré dont 'exposant sera 1.2.3.4, ¢’est-a-
dire au vingt-quatrieme degré. Or, indépendamment du travail immensc
qui sera nécessaire pour parvenir i cette équation, il est clair que quand
on Paura trouvée on n’en sera guere plus avancé, 2 moins qu’on ne
puisse la réduire 3 un degré moindre que le cinquigme, réduction qui,
si elle est possible, ne pourra étre que le fruit d’un nouveau travail plus
considérable que Ie premier.
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Lagrange : synthese et perspectives, les degrés > 4

Il résulte de ves réflexions qu'il est tres-douteux que les méthodes dont
nous venons de parler puissent donner la résolution compléte des équa-
tions du cinquieme degré, et a plus forte raison celle des ﬂegrés supé-
vieurs; el cetle incertitude, jointe i la longueur des calculs que ees mé-
thodes exigent, doit rebuter d’avance tous ceux qui pourraient étre tentés
d’en faire usage pour résoudre un des Problemes les plus célebres et les
plus importants de I’ Algebre. Aussi voyons-nous que les Auteurs mémes
de ces méthodes se sont contentés d’en faire Papplication au troisieme et
au quatrieme degeé, el que personne n’a encore entrepris de pousser
leur travail plus loin.

Il serait donc fort & soubaiter que I'on pit juger @ priori du succes
que I’on peut se promettre dans I'application de ces méthodes aux degrés
supérieurs au quatrieme; nous allons ticher d’en donner les moyens par
une analyse semblable a celle dont nous nous sommes servis jusqu’ici &
I’égard des méthodes connues pour la résolution des équations du troi-
sieme et du quatrieme degré.
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ge : synthese et perspectives, degré 5

Done, si I'on fait pour plus de simplicité

s

z=2{2 (22" + 2" 2V) + 2" (X 2+ VX)) A+ 22X -2 2

-+ x:xs(xl//x"+ x/ x//) + v (xrxxv -+ x”xw)]
+3 [1" ("2 + 2" 4 2 (2 2" 2L G- 2 2 )

R Aoy AL 2" ) 4z (xf2xr\-z -+ x”’x”"‘)],
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range : synthése et perspectives, degré 5

et Pon trouvera que la quantité z ne sera susceptible que des six-valeurs
suivantes, que nous désignerons par =, 2, 5, 2, 57, z*%:

3 =afa (@2 4+ 2 E) 2 2 T )+ 2 (a2 7
@ (2 4 2 @) 4 2 (2 T+ )]
3 (& AT ) e g (&1 B e 2T b 2 (2N 4 2 )
-+ x“‘(z“zxw . :l:""x"’) 4oz (x.'-g PPt .E”*x’“)],

J}

2 =afa (2" a™ - 2" x) & " v at) 2 (2 22t
g (2 2 ) e (2 "))

+ 3[& (@ ) b 2T (2 4y A 2 (2Tt 4 xR
- xv[xmzxwa + x'xxn;) -4+ x|v( ' v -+ CU”’.’I'MZ]
" =l (a" Y + av ) 2T 2 ) + 2 a2
A C o AT A B AL A ]|
+ 3 [_1; (2"t 2%t 2" ) 4 x”(x" AL x”fzx\x} - rw”;wﬂn_'_ e Eas!

-+ xm(xu:x\'z 4 x’zxﬂz) - x\‘{x’z_xfﬂ'z 4 _x”zx:ﬁ”,

Ve afat (a2 4 2t at) - 2 a2+ e 4 2 (2" 4 22

Jean-Louis Maltret Groupe Histoire - IRES Aix-Marseille Lagrange et les equatlons algebnques



Lagrange : conclusion

DES EQUATIONS. : . 403

109. Voila, si je ne me trompe, les vrais principes de la résolution des
équations et analyse la plus propre & y conduire; tout se réduit, comme
on voit, a une espéce de calcul des combinaisons, par lequel on trouve
a priori les résultats auxquels on doit s’attendre. Il serait 3 propos d’en
faire application aux équations du cinquieme degré et des degrés supé-
rieurs; dont la résolution est jusqu’a présent inconnue; mais cette appli-
cation demande un trop grand nombre de recherches et de combinaisons,
dont le succes est encore d’ailleurs fort douteux, pour ue nous puissions
quant a présent nous livrer 4 ce travail; nous espérons cependant pouvoir
v revenir dans un aulre temps, et nous nous contenterons ici d’avoir posé
les fondements d’une théorie qui nous parait nouvelle et générale.
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1831 : Galois

426 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

PROPOSITION V.

Proprine. « Dans quels cas une équation est-elle soluble par de
» simples radicauz? »

Yobserverai d’abord que, pour résoudre une équation, il faut suc-
cessivement abaisser son groupe jusqu’a ne contenir plus qu’une seule
permutation. Car, quand une équation est résolue , une fonction quel-
conque de ses racines est connue, méme quand elle n’est invariable par
aucune permutation.

Cela posé, cherchons & quelle condition doit satisfaire le groupe
d’une équation , pour qu’il puisse s’abaisser ainsi par I'adjonction de
quantités radicales.

Suivons la marche des opérations possibles dans cette solution, en
considérant comme opérations distinctes Pextraction de chaque racine
de degré premier.

Adjoignons & I'équation le premier radical extrait dans la solution.
11 pourra arriver deux cas : ou bien, par 'adjonction de ce radical , le
groupe des permutations de I’équation sera diminué; ou bien, cette
extraction de racine n"étant qu’une simple préparation, le groupe res-
tera le méme.

Jean-Louis Maltret Groupe Histoire - IRES Aix-Marseille Lagrange et les équations algébriques



1831 : Galois

C’est une des gloires de I’esprit humain d’avoir été capable, sans
avoir recours au calcul, de comprendre la structure conceptuelle
sous-jacente dans une telle généralité.
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1831 : Galois

C’est une des gloires de I’esprit humain d’avoir été capable, sans
avoir recours au calcul, de comprendre la structure conceptuelle
sous-jacente dans une telle généralité.
ALAIN CONNES, Le Monde, 16 mai 2018.
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1831 : Galois

C’est une des gloires de I’esprit humain d’avoir été capable, sans
avoir recours au calcul, de comprendre la structure conceptuelle
sous-jacente dans une telle généralité.
ALAIN CONNES, Le Monde, 16 mai 2018.

Avec Galois, I’algébre ce ne sont plus des calculs, ce sont des
idées

Jean-Louis Maltret Groupe Histoire - IRES Aix-Marseille Lagrange et les équations algébriques



