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Les méthodes arithmétiques
de I’Antiquité

e La résolution d’un probleme

se ramenant a une équation du second degré
(Tablette paléo-babylonienne BM 13901, vers -1900 )

La surface du carré ajoutée au coté égale 45 X2+ x=45 X2+ bx=c
(b=1etc=45)

tu poseras 1 'unité

b
tu fractionneras 1 en 2, on trouve 30 E = 30

b\ 2
tu croiseras par 30, on trouve 15 (E) =15

b 2
tu ajouteras 15 et 45, on trouve 1, c’est le carré de 1 C + (E) =1
tu soustrairas de 1 les 30 que tu as croisés,
.y , b\%2 b
on trouve 30 c’est le c6té du carré. C + (E) - 5= 30
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Les méthodes arithmétiques
de I’Antiquité

* La technique de la fausse position pour les problemes linéaires
Le probléme 26 du Papyrus de Rhind (XVle siecle avant notre ére)

Probleme

Une quantité et son quart font 15. Quelle est la quantité ?
Solution :

calcule avec 4 ; prends le quart, 1 ; ensemble 5 ;

calcule avec 5 pour obtenir 15 : 3 enfin fais la multiplication 4 x 3 = 12

—
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La technique géométrique des grecs

Un exemple du second degré : Euclide Livre Il proposition 11

Couppervne ligne droiéte donnee, tellément quele rectan-
gledela toute, & de 'vne des parties; foi egal au quar-
caddelantteparde. . - - - - <. . _fyaduction Henrion 1632

Partager un segment en extréme et
moyenne raison :

Soit ala longueur du segment a partager
et X la longueur de la plus grande des 2

parties (x # 0; x # a), on doit avoir :
a X 5 5
—=— <o XxX“+ax=a
X a—Xx

- ( IRES
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Un exemple du second degré : Euclide Livre Il proposition 11

98 . SECOND |
Apres auoiv conftruict fur icelle A B le quarré AC, foit divifde AD en
deux egalement au poin&t E, & apres auoir méné EB, & prolongé EA
vers F,.tellement que EF foitegaiedEB, fur AF foir fa2i& le quarré AH; &
Construction foit continuée HG iufques en . le disque laligue AB eft conppee au poi::&
G, en forte, que le reCtangle CG,compris de B C egale 4 BA, &de BG par- -
tiede B A, eft egal au quarrédelautre partie AG, fcavoireft 3 G F. P :
Car la ligne ADeftant couppee en deux egalement enE, & on iu? ad-

ioufte dire&ement AF, le quarréde la moitié & de Padioafté |
/ d’vne,fcanoir EF, ou defon egale EB, eftegal au adioafice comme

" rectangle de DF, AF, & au quarré de AE paria | B _

6. p.de ce liure.Mais le quartéde EB et egal aux ¢ / _H

deuxde BA & AE par la 47. prop.1. amfi les T
Justification deux quarrez de B'A & A E, feront cgaux au re. L ,

&angle de DF, AF, & auquarré de AE:oftane | -

doac le quarré de AE commun, les demeurans © EA TR -

quarté de AB, fcauoir AG, & le retangle de DF, AF, fcanoit FI, feront

egaux;defquels AC & FI, fi on oftc le rectangle commun Al ;le demenrant

quacré FG, fera egal andemeurant re@angle GC. Parquoy no -
\ pé Iq]igpe droi¢te ABen G, tellement guc le 'lfﬁ‘;}h gljer d‘iucsé?ll:u;cs;:?; 5
pattic GBeltegal au quarré delautre partic AG. Ce qu'il falloit faire,

Soit [AB] le segment a partager, Apres avoir construit le carré ABCD,
Il place E le milieu de [AD] Puis F sur [DA) tel que EF = EB
Puis construit le carré AFGH. G est le point qui partage [AB] en extréme et moyenne raison

- ( IRES
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Les équations dans Les Arithmétiques
de Diophante d’Alexandrie —llle siecle

Arithmeticorum Liber I I. ) 5
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* 13 livres (6 en grec et 4 en arabe)
e 189 problemes non issus de la vie courante

* Probléemes se ramenant a des équations de
degré 1 ou 2

* Solutions positives entiéres ou
fractionnaires

Proposition L27: « Trouver dewx nombres tels que leur somme et

leur produit forment des nombres donnes ».
Proposition L28 : « Trouver dewx nombres tels que leur somme et la

somme de leurs carres forment des nombres donnés ».
Proposition L30 : « Trouver dewux nombres tels que leur difference et

leur prochuit forment des nombres donnés ». [Ver Eecke, 1926, pp. 36-

’ Traduction bilingue
//ﬁ/lft latin-grec
_¢L = (Claudio Gaspare Bacheto, BNF
6

= Aix-Marseille
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Les équations
dans Les Arithmeétiques de Diophante

Les mots sont remplacés par des symboles L’arithme x |
x? AY
x3 KY

« 4 carrés joints a trois nombres font 10 » | 4x>+3x =10 |AY6 {y eot1 1

Diophante pere de I'algebre ?

Le premier a utiliser un symbolisme mais :

Pour le second degré,
- il ne donne pas de regle de résolution de I’équation complete,
- il ne décrit pas la méthode qui lui a permis de trouver la résolution.

- ( IRES
A Marseille Université



Proposition .27 « Trouver 2 nombres tels que leur

: ] Enoncé général
somme et leur produit forment des nombres donnés »

Il faut toutes fois que le carré de la X + P\ 2 S?m‘j't'o" g
demi-somme des nombres excéde ( > ) > xy + a? (Iex'lstence es
d’'un carré le produit de ces solutions
nombres Proposons que la somme des Proposition d’un
nombres soit 20 et leur produit 96 un cas particulier

Proposons donc que la somme des nombres forme 20 unités et , .
que leur produit forme 96 unités. Résolution du
Que ['excédent des nombres soit 2 arithmes. Dés lors, puisque un cas particulier
la somme des nombres est 20 unites, si nous la divisons en dewux
parties égales, chacune des parties seva la moitié de la somme, ou 10
unités. Done, si nous ajoutons a ['ume des parties, et 5i nous
retranchons de ['autre partie, la moitié de ['excédent des nombres,
c’'est-d-dire I arithme, il s'établit de nouveau que la somme des
nombres est 20 unités et que leur excedent est 2 arithmes. En
conseéquence, posons que le plus grand nombre est 1 arithme
augmenté des 10 unités qui sont la moitié de la somme des nombres ;
donc le plus petit sera 10 unités moins I arithme, et il 5 etablit que la
somme des nombres est 20 unités et que leur excedent est 2 arithmes. Source : Repéres IREM n°53
1l faut aussi que le produit des nombres forme 90 unités. Or leur
produit est cent unités moins | carre d 'arithme ; ce que nous égalons
a 90 unités, et ['arithme devient 2 unités. En conséquence, le plus

grand nombre sera 1.2 unités, le plus petit sera 8 unités, et ces P L IRES
nombres satisfont a la proposition » [Ver Eecke, 1926, pp. 36-38]. AbcsMarsallle Univarsia



Les équations de degré 1 et 2
par Al Khwarismi (780 — 850)

La naissance de l'algebre :
une volonté de trouver des regles générales
et de les démontrer, au lieu de se contenter de cas particuliers.

 Un ouvrage a vocation pédagogique : « Kitdb al-jabr wa al-muqébala »
« Ouvrage sur le calcul de gabr et de muqgabala »
«... les aider a éclaircir ce qui était impénétrable et a faciliter ce qui était difficile, m’ont

exhorté a composer dans le calcul de I'al-jabr wa al-muqabala un livre concis »

e 1 partie: la théorie
» 2¢partie : les problemes pratiques (héritages,...)

- ( IRES
A Marseille Université



Les équations de degrée 1 et 2
par Al Khwarismi (780 — 850)

La naissance de |'algebre :
une volonté de trouver des regles générales
et de les démontrer, au lieu de se contenter de cas particuliers.

« Kitab al-jabr wa al-muqabala »
« Ouvrage sur le calcul de gabr et de muqgabala »

« al-gabr » : restauration
(addition aux deux membres de I’équation des termes égaux
a ceux qui sont affectés du signe moins, de fagon a n’avoir
plus que des termes positifs)

« al-muqabala » : comparaison
(réduction des termes semblables)

«hatt » : division

o :&_( IRES
(de chaque terme par un méme nombre) Aix Marseile Universite



Pour les équations du second degré, il distingue 3 sortes de nombres :
Les nombres simples, les racines (ou choses) et les carrés.

dirham (monaie) gezr chay al-mahal (bien, fortune)
en Espagne : xay cosa (XVle siecle) en Italie

x (XVlle siecle)

Tous les textes sont écrits avec des mots sous forme de poeme.

Une classification des types des équations en 6 types

— les carrés sont égaux aux racines, ax? = bx,

— les carrés sont égaux a un nombre, ax? = c,

— les racines sont égales a un nombre, bx =,

— les carrés et les racines sont égaux a un nombre, ax? + bx = c,
— les carrés et les nombres sont égaux aux racines, ax? + ¢ = bx,
— les racines et les nombres sont égaux aux carrés, bx + ¢ = ax?.

Les résolutions sont géométriques,

aﬁ?(_ ences | |RES s .\
Al Marseille Université a Ia maniere des grecs 11



Exemple pour I’équation x? + 10x = 39

« Que le carré et dix racines égalent 39 unités »

« La régle est que tu divises les racines en deux moitiés, ici on obtient 5,
que tu multiplies par lui-méme, on a 25

que tu ajoutes a 39 et on obtient 64.

Tu prends la racine qui est 8,

tu en retranches la moitié du nombre des racines qui est 5,

il en vient 3 qui est la racine du carré que tu cherches,

le carré est 9. »
= 10 2 + 39 10 =3
=\ 2 2 -

xX=9

iy
= IRES
Ajx - Marseille Université



Les résolutions sont justifiées géométriquement,
a la maniere des grecs

Exemple pour I’équation x? + bx = ¢

La technique de la complétion du carré

Il trace un carré (de coté x)

f_ﬁ?’( ence IRES

Ajx - Marseille Université 13



Les résolutions sont justifiées géométriquement,
a la maniere des grecs

Exemple pour I’équation x2 + bx = ¢

e ge . AL s b
Il lui adjoint 2 rectangles (de cotés x et E)

de fagon a former un gnomon
(d’aire x2 + bx)

- ( IRES
A Marseille Université
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Les résolutions sont justifiées géométriquement,
a la maniere des grecs

Exemple pour I’équation x? + bx = ¢

Il complete la figure avec un carré

(d’aire (g)z)

De fagon a former un grand carré
dont il calcule I'aire de 2 fagons.

+1b2— +1b2
XToP) =Tz

Faculte

2‘? ( des Sciences IRES

Ajx - Marseille Université
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L’équerre d’Al-Khwarismi : la théorie

Soit un triangle rectangle, A le sommet de I'angle droit, B le sommet sur |I'axe horizontal
gauche, C le sommet sur I'axe horizontal droit, H le pied de la hauteur issue de A.
Onnote:x=BH,b=HCetd=AB

Les triangles ABH et CBA ont leur cotés
proportionnels :

_d _ A2
—X+b(=)x(x+b)—d

=Pl

En posant c = d? on obtient I’équation

x2+bx=c

- ( IRES
A Marseille Université
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L’équerre d’Al-Khwarismi : le mode d’emploi
Soit une équation du second degré x?>+bx=c b,c > 0.

Pour trouver sa solution positive on pose I'équerre graduée sur la planchette

en respectant trois conditions :

o le c6té non gradué doit étre sur la valeur correspondant a b de I'axe
horizontal bleu

« le sommet de I'angle droit doit étre sur I'axe vertical

« la valeur correspondant a c du coté gradué doit étre sur I'axe horizontal
rouge

On lit alors la valeur de x sur I'axe horizontal rouge

X24x =20 x*+4x=12 x*+5x=6
Exemples :
X2+6x=16 x*+9x=36 x*+2x=15

—
= IRES
Ajx - Marseille Université



La technique graphique de Ménechme

Un exemple de degré 3 : Le probleme de Délos

bulletin Inter-IREM
Epistémologie :
traduction littérale
et texte grec

es Scien IRES

Ajx - Marseille Université

Y

Ménechme.

it A et Eles deux segments de droite donnés ; il faut
ver deux moyennes proportionnelles entre A et E.

r
*E
£
z H
a
Fig. 31

Supposons le probleme résolu, et soit B et T' (sc. les
moyennes proportionnelles cherchées); soit AH une
demi-droite, issue de A, donnée par sa position ; portons
sur elle & partir de A le segment AZ égal & T, élevons la
perpendiculaire en Z et portons sur elle Z@ égal au
segment B. Du moment donc que les trois segments A,
B et I' sont proportionnels, le rectangle de catés A et I
est équivalent au carré sur B, d'oi il suit que le rectangle
ayant pour cdtés les segments donnés A et T, c'est-a-
dire A et AZ, est équivalent au carré sur B, c'est-a-dire
au carré sur ZO. Le point © est donc situé sur une
Darabole! passant par le point A. Menons les paraliéles
OK et AK. Comme le rectangle de cotés B et I' est
donné, étant égal au rectangle de cotés A et E. le rec-
tangle de cotés KO et OZ est & son tour donné. Le
point © est donc situé sur une hyperbole? d'asymploles
KA et AZ. 11 s'ensuit que le point @ et, partant, aussi
le point Z, est donné.

Le probléme sera dés lors composé de la manitre que
voici. Soit A et E les segments de droite donnés, AH la
demi-droite issue de A ; faisons passer par A une para-
bole ayant pour axe AH et pour paramétre A ; que ies

Qs Mevatypos.

*Eorwoav of SoBeioat SUo ebBeiar of A, E* Bet 5n

7dv A, E B0o péoos avahoyov eupeiv.

—A
B
=

E

/1

Fig. 3L

Teyovérw, xal éorwoav al B, I, kal exxelobw Béoer
edcia | AH memepaopin kata 16 A, xal mwpos 16 A
™ T Tom xelobw 1 AZ, xol fybw wpos opBas 7 Z0O,
xai 1§ B Tom keloBw 1) Z0. "Emal olv 7peis ebBeint avaioyov
al A, B, T, 70 Vmwd 1dv A, T Toov éori 70 &md Tis B* 70
Gpa uwd Sobeloms s A xal Tis r, Toutéoms s AZ,
ioov éori 10 amwd Tis B, Touréom *% awd s ZO. 'Em
wapabolijs Gpa 70 O Bia 100 A yeypappevms. "HybBwoav
mapaAhndor ai OK, AK. Kol emel Sobev 70 vmo B, T,
ioov yap ot 70 imo A, E, Sobév apa xai 0 Umd KOZ.
"Emi uwepfoAfis Gpo 1o © ev adouvpmrarois Tais KA,
AZ. Aobev dpa 76 O * bore kai 1o Z.

Zuvrebioerar 8 obrws. “Eorwoav al pév Bobetoar
eVBeiat ai A, E, 7 b¢ fj féoer 1) AH mewapaopévn xata
70 4, xai yeypadbuw Sia 100 A wapafohr), 75 Gfwv peév
7 AH, opbia 8¢ Tob €idous whevpa 1 A, oi 8¢ karayopevas
évi v AH év opbf} ywvie SuvaoBuoav T¢ mopa v A
TapoKeipeve ywpic wAaTy éxovra Tas amoAapSovopevhfl



La technique graphique de Ménechme

Un exemple de degré 3 : Le probleme de Délos

Il résout le probléeme en s’intéressant au probleme de l'insertion de
2 moyennes proportionnelles entre 2 nombres aetb :

a X

Trouver 2 nombres X et y tels que == ; =

S I

dont il déduit 'équation x3 = a?b  soit pour le probléme de Delos :
3
x° =2

aﬁ’_”( IRES I |
A Marseille Université 19



Apollonius reprend les travaux de Ménechme

a x Yy
X y b
x? = ay
dont il déduit y? = bx
xy = ab
2 2 _ ~
puis {x + y“ = bx + ay
xy = ab
Philon : Al = BJ
Héron:Cl=CJ

- ( IRES
A Marseille Université
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Al Khayyam (1048 — 1131)

Un ouvrage sur les équations de degré 3
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Al Khayyam (1048 — 1131)

Une classification des équations de degré 3

Les résolutions algebrigues ne s'effectuent qu'a l'aide de |'éguation,
¢ ‘est-a-dire en égalant ces degrés les uns aux autres, comme cela est
bien connu. Si 'algébriste emploie le carré-carré dans des problémes
de mesure, cela doit s entendre métaphoriguement et non pas pro-
prement, puisqu il est absurde que le carre-carré soit au nombre de
grandeurs mesurables. Ce qui rentre dans la catégorie des grandeurs
mesurables, c'est d'abord une dimension, a savoir la racine, ou par
rapport a son carreé, le caté ; puis deux dimensions - ¢’est la surface ;
et le carré falgebrigue) fait partie des grandeurs mesurables, étant
la surface carrée. Enfin trois dimensions : ¢ 'est le solide ; et le cube
se trouve parmi les grandeurs mesurables, étant le solide terminé par
SIX Carres. . .

Faculte

4-7 ( des Sciences IRES

Ajx - Marseille Université

I:]:E

X ibx=c¢
x +¢c=bx

3
3
3

bx + ¢
ax® = ¢
c= ax®

X
X
X

+

I:]:E'IE-FE

Ptaxi+bx=c
x4+ ax® + ¢ = bx
x4+ bx + ¢ = ax*®
X*=a+bx+c
X 4+ax*=bx+c
x*+bx=ax*+c
*+o=ax?+ bx

22



Al-Khayyam et les coniques

« Il faut bien savoir que ce traité ne sera compris que de ceux qui maitrisent le livre
d'Euclide sur les Eléments [...], ainsi que les deux premiers livres de I'ouvrage
d’Appolonius sur les coniques.

Celui a qui la connaissance d'un de ces trois livres fait défaut ne peut avoir acces a la
compréhension de ce traité. Je me suis du reste appliqué, avec peine, a ne renvoyer
qu'a ces trois ouvrages. »

.'.-f.'w'-'-" i -—san-}ﬂq o, L L0 .
s L0 20 PR e b 0T

,*. P @

|

“ ’ [ [}
_.fu?:ﬁmmiws Un tracé point par point
L {*:h::*:':.,mf 4

Pas de théorie sur les
5 e équations des coniques

S
.
([ ]

- ‘o - ,\‘.
' '_"' "‘ﬂ# ,i ‘3 1!
- e T —Jn . !

b w
._-‘.\..,, ,_"wg = sl

" I’Appolonius traduit en arabe

- ( IRES
A Marseille Université
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Al Khayyam (1048 — 1131)

Une méthode graphique de résolution
des équations de degré 3

L’exemple de I’équation x3 + bx =c¢

AB2=p, AC x AB2 =c, ABmn est un carré. Le
demi-cercle de diametre [AC] rencontre la

P parabole, de sommet A, d'axe (AB)
B g F& ™, perpendiculaire a (AC) et passant par m, en D.
/ y Le point D se projette orthogonalement sur [AC]
}; e 5 en E. La distance AE est solution de I'équation.

- Est-ce vrai ?
- Comment a t-il choisi les coniques ?

- ( IRES
A Marseille Université

24



Comment a-t il trouvé les coniques ?
L’exemple de I'équation x3 + bx = ¢

1. L’équation est transformée en

thal (\/E) X

s oy 7 _1 — _1 _— =
égalité de rapports M, — N, X % _
2. Intervention d’une inconnue xX__Y

. . C
auxiliaire : y, moyenne proportionnelle y X
entre Ny et N,
3. Obtention d’une double égalité (E) (E) Vb _x _y

x oy %—x

4. Trois choix possibles pour les coniques

Parabole : y = \/%xz

Cercle : x? + y* —%x =0

——x
vb "~

X

Hyperbole : y =
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Comment a-t il trouvé les coniques ?
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thal (\/E) X

s oy 7 _1 — _1 _— =

égalité de rapports M, — N, X % _
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auxiliaire : y, moyenne proportionnelle y X

entre Ny et N,
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T X y %—x

4. Trois choix possibles pour les coniques
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Pour en savoir plus ...

Les 4 panneaux de I’exposition « Regards sur les mathématiques-
Itinéraires méditerranéens » sur I’algebre

* Le magistere d’Aix-Marseille « Des nombres aux équations »

* « L’histoire de I’algebre et des équations algébriques jusqu’au dix-
neuvieme siecle » par Eliane Cousquer

* Lathese de Nicolas Farés « Note sur le choix des courbes fait par al-
Khayyam dans sa résolution des équations cubiques et comparaison
avec la méthode de Descartes ».

* https://culturemath.ens.fr/thematiques/lycee/les-equations-
canoniques-d-al-khawarizmi

* https://culturemath.ens.fr/thematiques/lycee/l-algebre-arabe-
entretien-avec-ahmed-djebbar
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